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ランダムデータに基づく数値績分とその最良形について
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AbstracL v.弓lenwe deal with the experimental data， itoccurs often也atwe must 
calculate the definite integral using the function岨valuesat random finite points 
under the condition that not only the primitive funciion but also the integrand itself 
18 U叫ωown.
The main aim of this study is to obtain the concrete form of numerical 
integration based on the function values昌trandom points on the interval. 
And we shall determine the most accぽ ateintegration formula based on the 
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区間[a，b]上の任意のn個の点XO，X1ラ ラXnーlにおける関数値に基づく Gauss型近似積分公式は次式で定
義される。
え(f)=え(XO，X1ドペXnー1，ω。刈lラ ヲωn-1)(f) = h{ω。f(xo)+ωJ(XJ+...+ωn-J(xn-1) } 
ここで， ω。ラω1， • .・ラωnーl は重みを表す非負の定数である。
まず定理1において，曲線y= f(x)を2点(xoラf(xo)ラ(x1，f(x1))を通る直線で近似した近似積分公式
1 (Xo， x1 )(f)を求めたところ
7(XoJl)(f)=(b- α~{(2Xl -a-b)f(xo)一(2xo-α-b)f(x1)} 
2(x1 -xo) 
と具体的に表せることが分かった。
積分公式 1 (xo， x1 )(f)は，区間[a，b]の幅をh=b-aとしたとき
1(xo，x1)(f) = h{ω。f(xo)+ω1f(x1)} (ω。刈lは定数)
の形をしている。
そこで次に，任意の XO，x1ε仏外に対し，重みωo刈 lを持つ一殻の2点近似積分公式
乙(XO，x1;WO刈 1)(f) = h{，ω。f(xo)+ω1f(x1 )}
を考えた。
任意の XO，x1ε[a，b]に対しβ 。およびωlが
ωハ 2(x1-a)-h ω噌二-2(xo-a)+h 
u 2(x1 -XO ) ラ ~j 2(x1 -XO) 


















となることが定理3で分かった。 また上の XO，x1 の値に対する最良の近似積分公式の誤差は，同じ2点
近似公式である古典的台形公式より 2ランク高く ，3点近似積分公式である Simpsonの公式と同じO(h5)と
なることも証明できた。
ランダムデータに基づく数値積分
最後に任意の 3J~XO ， X1 ， X2 ε [a，b]に対し，重み ω。ルl'W2を持つ、ー殻の3点近似積分公式
え(XO，X1，X2;WO'臼lヲω2)(j)= h{woj(xO) +ω1j(X1) +日2j(X2)}
を考えた。
任意の xo，x1， X2ε[a，b]に対しヲ ω。刈lフω2が
ω6(x1 -a)(x2 -a) -3(x1 -a)h -3(x2 -a)h + 2h2 
o - . 6(x2 -Xo )(X1 -xo) 
ω6(x2 -a)(xO一α)-3(x2 -a)h -3(xo -a)h + 2h2 
1-6(x。-Xl)(X2-XI)
ω今二 6(xo-a)(x1 -a) -3(xO -a)h -3(x1 -a)h+2h2 
. 6(x1 -X2)(XO -X2) 
を満たすとき，1，(XO'X1，X2;W(pWPω2 )(j)の精度が最も高くなり，その誤差が O(h4) となることが
定理8で証明できた。 また，この3点近似積分公式は， 3点 (xo，j(xo)ラ(xpj(X1)ラ(X2，j(X2) を
通る2次曲線で y= j(X)を近似し，[a，b]上で積分して作られる3点近似積分公式と一致する(定理5)。
更に，
宅n -α-至h. X、=α止h10 1 2 宅内 =α十空h10 




j(x)を [α，b]土で連続な関数とする。 任意の XO，X1ε[a，b]に対し， 2点(xo，j(xo)、(X1，j(X1)
を通る直線の方程式を yニ p(x) とする。ラグランジュの補間公式によると p(x)は次の形となる。
p(x) = j(XO)三二主l...+j(X1)三二三L
Xo -X1 X1 -XO 




4 愛知工業大学研究報告，第 36号 A，平成 13年， Vo1.36-A， Mar， 2001 
定理1e kf)=7(XolI)(f)= b- ~{(2X1 -a-b)f(xo)一(2xo-a-b)f(x1)} 
2(x1 -xo) 
証明 1(f) = I:P(x) 
~ I:{州吉+六Xlti政
=I:レ(xo)三一パx1日~}此
f(xo) rb / ¥.1. f(x1) rb =一一一一I(x-x1)dx+一一.!.!.__I (x-xo)dx 
Xo -X1“ Xo -X1 .a 
二 b- ~{(2X1 -a-b)f(xo)一(2xo-a-b)f(x1)} . 
2(x1 -XO) 
註意 .1(f)=I(xo，x1)(f)は h=b-aとおくと，定理 1より定数 Q)o，ωlを用いて




定理 2. fE吉の XO，x1・[αラb]に対0，12(xo，x1;ω0' Q)1 )(f) rJJ帯Jflは， ω。とω1 が次D式を滞た
すとき最高となるc
ω 2(x1 -a)-h 
0- 2(x1-xO) 
ω-2(xo一α)+h
1 - 2(x1 -xo) 
すごr:b'IJ全ての2点近似度分公式 12(f)の中で最良のものは定車lで得られた 1(xo， x1 )(f) と一致'9-60 




f 1" / _'¥. r I / _ _'¥. / __'¥ • f '1(α) /_ _，2 ， f'"(α) / _ _ _，3 ， 1 
4ω。イf(α)+ 1'(α)(xo -α)+一一一(xo-αr+一一(xo-α)3 +・ト1 ~ " ~ ， " v 2!' v 3!' v 1 
f .L'i __'¥ ， .rf/ _.'¥/__ ~\. I J"(α) / _ _，2 ， fぺα)f __ _ 'd ， 1 +hω1 ~ f(α)+ f'(司令1一α)十一一ーか1一αr+一一一(x1ー α)3+ ト1 ~ " ~ ， " . 21' . 3!' . 1 
ベ町1(f)か二r+h吋ソf(吟
よって誤差は
1 (/) -1(/) 
= [F(X)]:+h 
=F(α+h)-F(α) 
F"(α) 1_2 ， F問(α)1-3
4 切れヲ「h十ゴ「
f'(α) 1_2 ， f"(α)，_3 
=f(α)h+τ「h+ゴ「h+
十仰0+ω1ド仰い-a) + (U1 (x1 -a) -~!} + fll(a){ (Uo 
















1 (f)-叫|いか円ι1与と-:} +..-] ~ hlf"(al(1ω015+|ω115引=O(h3 
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3. 最良の2点近似積分公式




























1 (f) -1(f) 
=[山片町一-1)+ 












{!ωo (xo一日付]_a)2ー が =0
4ω。(xo-a)3+4ωJx]_a)3 _h3 = 0 
(3.3)x 4(x] -a)-(3.4)x3より
12ω。(xo-a)2 {(x] -a)一(xo一α)}-h2 {4(x] -a) -3h}= 0 
ここで(
xo-a=Xoh (0豆X。壬1)






12ω] (x] -a)2 {(xo -a)一(x]一α)}-h2{4(xo-a)-3h}= 0 








ωハ工 2x] 一 (α +bl=~x] -2α-h= 2Xlh-h = 2X]-l 
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ここで Xo<X1 に注意して連立方程式 (3.7)， (3.8)を解くと
ぶーと五五 3+J3一、-
v 6' 6 
従って，
1一、 3_ 3一、 3曹
XA -aニXAh二一一二二-h.'固ハ =α+一一~hυυ6 v 6 





























































































定理5. XO'X1ス2 を [a，b]上の異なる 3点とする。 曲組 y= j(x)上の3点
(xoヲj(xo)ヲ(x1，j(x1))， (x2， j(x2) 
を通る 2次曲線で j(x) を近似し，[a，b]上で積分して作られる近似積分公式 l(xo，x1ス2)(j)は次の
形に表される。 ただし，h=b-aである。
1 (xn，xヲX1)(/)=h
U / ム 6(xo-x1 )(x1 -x2 )(x2 -xo) 
X [(x2 -x1)も(x1-α)(x2 α)-3(x1-a)h 抑 2一α)h+ 2h2 }j(xo) 
十(xo-りもい2 めい。 -α)-3(x2一α)h-抑。 α)h+2h2 }r(x1) 
+ (x1 -Xo )~(xo -吋(x1-α)-3(xo -ゆ -3(x1ー ゆ+2ゆ (xJ 一一一 (4.1) 
証明. 3点 (xo，j(xo)ヲ(X1，j(X1)ョ(X2，j(X2) を通る 2次曲線は2次のラグランジュの補間公式より
(X-X1)(X-X2) .L'f_. ¥， (x-XO)(x-x2) ff.. ¥， (x-XO)(x-x1) y=Fi(x)=f(x。)+f(XI)+f(X2)
ム (xo-X1)(XO -XJ" 'U/ (X1 -XO)(X1 -X2)" '" (X2 -XO)(X2 -X1)" ， ~ 
ゆえに I(九ヲ日)(j)= I:九(榊を計算すると定理の具体的な形川式が導かれる。
計算には次の式




1 (xo ， x1 ，x2 )(f)二 h{1ω。j(Xo)+ωJ(x1)十ω2j(X2)} (ω0'ωl'叫は非負の定数)
の形をしている。
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そこで， a:; Xo < x]< X2手b を満たす任意の xo，x]ヲx2に対し、重み ω0'ωlヲω2 を持つラ一般の3点
近似積分公式を
1 (xo， x]， x2;ω。刈lヲω2)(f)二 h{1ωof(xo)+ω]f(x]) +ω2f(x2)} 
とすると、次の定理が得られる。
定理6. 任意の相異なる3点 xo，X]'X2ε[a， b](ご対しpω0，1)]および叫が
ω6(x]一α)(x2-a) -3(x] α)h -3(x2一α)h+ 2h2 
o 6(X2 -xo)(x] -xo) 
6(X2 -α)(xo -a) -3(x2一α)h-3(x。一α)h+ 2h2 (4.2) 
6(xo -x] )(X2 -x]) 
ω内 6(xo-α)(x] -a) -3(xo -a)h -3(x] -α)h + 2h2 
~ 6(x] -x2)(XO -x2) 
を滞たすとき， 1 (xo ， X]， x2 ;ω0'ω]，ω2)(f) の婿は最も高ぐなる。
さらに ωゎωぃωzが (4.2)を満たすとき， 1 (xoヲχいχ2;1)0ヲωぃω2)(f) は定理5で得られた
1(:χロスぃχ2)(f) と一致する。 また誤差は O(h4)になる。
証明. Taylorの定理より









ω。+ω1+ω2= 1 (4.3) 
h 





ω 二 6(X1-a)(xz -a) -3(x， -a)h -3(X2一α)h+ 2h2 
o 6(x2 - Xo )(X1 - Xo) 
ω6(X2一α)(Xo-a)-3(x2 -a)h-3(Xo -α)h + 2h2 
l-6(xo-XI )(X2-XI) 
_ 6(χ口一α!)(X1一α)-3(χ。-α)h-3(χ1-α)h+ 2h2 
L 6(x， -x2 )(Xo -X2) 
5.最良の3点近似積分公式
最後に，定理5，定理6で得られた 1(xoヲX1ラX2)(f)の精度を最高にする XoラX1ラX2 の値を決める。
11 
定理マ. 任意の χJぃX2・1αぅb]に対し定理5，6で得られた最良の近似積分公式I(xoスぃχ2)(f)は




証明。 定理3 の証明と同じ方法で Taylorのを使い新の積分の展開係数と比較することで示される。
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